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NEWTON, EULER, NAVIER, STOKES Y LO DE HOY

Discurso pronunciado por el llmo. Sr. D. Enrique Ferndndez Cara
en el Acto de su recepcion como Académico Numerario
de la Real Academia Sevillana de Ciencias
celebrado el dia 25 de abril de 2017.

1. INTRODUCCION

Sr. Presidente, sefiores académicos, queridos amigos, sefioras y sefiores:

Siento un gran honor por haber sido elegido para formar parte de esta institucion
y tener la oportunidad de colaborar y aprender de sus miembros. Quiero expresar por
ello mi agradecimiento mds sincero. Intentaré corresponder a este nombramiento parti-
cipando en las actividades de la Academia e impulsando las mismas en la medida que
me resulte posible.

Debo comenzar este discurso dando las gracias a todos aquellos que me han ayudado
a llegar hasta aqui. En primer lugar, al que fue mi primer maestro, el Profesor D. An-
tonio Valle, desgraciadamente ya desaparecido, a quien en mi opinién no sélo yo sino
tantos de nosotros debemos tantas cosas. También, a mis otros profesores D. Antonio
Castro y D. Rafael Infante, que me hace el honor de contestar a mi discurso.

El profesor Infante, que es como yo natural de Jerez de la Frontera, me enseii6 los
fundamentos del célculo de probabilidades y la Estadistica matemadtica. El propicié mi
primer contacto con los procesos estocdsticos y otras herramientas que me permitieron
mucho tiempo después interesarme, ocasionalmente, por el control de las ecuaciones
estocdsticas en derivadas parciales.

Gracias al Profesor Valle, tras terminar la Licenciatura, consegui una beca del Go-
bierno Francés que me permitié realizar el Doctorado en la Universidad Parfs 6. All{
tuve como directores a personas de una categoria cientifica excepcional, los profesores
Roland Glowinski y Henri Berestycki. Consegui estar cerca de otros profesores e inves-
tigadores de primera linea de los que aprendi enormemente, mucho mas de lo que po-
dria haber imaginado. Entre otros, aprendi del inimitable Profesor Jacques-Louis Lions,
un verdadero ejemplo de cientifico, gestor y persona. Y fui capaz de establecer contac-
tos con muchos colegas con los que he conseguido seguir trabajando hasta el dia de hoy.

Debo también muchas cosas a no pocos companeros de la Universidad de Sevi-
lla. En particular, a todos los miembros del Departamento de Ecuaciones Diferenciales
y Andlisis Numérico. Pero también a muchos otros colegas de otros Departamentos.
Quiero mencionar con carécter especial a los miembros del Instituto de Matematicas, un
organismo relativamente nuevo pero de una gran visibilidad, agilidad, eficiencia y valor
cientifico al cual pertenezco y con el que me siento muy comprometido.
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A lo largo de todos estos afios, he tenido la gran suerte de conocer investigadores de
un buen nimero de universidades y organismos espafioles y extranjeros. Con muchos de
ellos he colaborado a nivel cientifico, lo que ha conducido a la publicacién de articulos,
la participacién en congresos y seminarios y, también, a la direccién conjunta de Tesis
Doctorales. Esto me ha permitido avanzar en el conocimiento y aumentar el interés por
temas diversos, por lo que estoy muy agradecido.

FIGURA 1
EL FLUJO DE UN FLUIDO DE NAVIER-STOKES EN UN CONDUCTO Y EL FLUJO DEL
AGUA DE MAR CERCA DE LA COSTA, TOMADO DE https://www.meted.ucar.edu/oceans/

Fuerzas que actian sobre una parcela de agua de mar
F=FGP+C+g+Fr

C = Coriolis.

Fr = Friccién |viento en L superficie,
corriente en ¢ fondo del mar, entre cormentes)

DTha COMET Program

Finalmente, a titulo personal, quiero expresar mi agradecimiento a Rosa Echevarria,
mi esposa, colega y compaiiera y al resto de mi familia por su apoyo, que ha sido cons-
tante y decisivo y por su ayuda en multiples tareas.

— Siempre he creido que nuestras actividades, como universitarios, deben estar
guiadas por varios principios. Son los siguientes:

— En primer lugar, debemos ensefiar. Al fin y al cabo, eso es principalmente lo
que la sociedad espera de nosotros. Debemos ser capaces de educar y entrenar
estudiantes y jovenes investigadores tanto como podamos. Asi conseguiremos
nuestro estimulo y, tal vez, nuestro legado.

— En segundo lugar, debemos colaborar, trabajar en equipo y fomentar el espiritu
colectivo. Hoy dia, parece poco adecuado aislarse y abordar la resolucién de pro-
blemas sin contar con las aportaciones de otros. Muy probablemente, no serd asi
como consigamos las mejores contribuciones posibles.

— Finalmente, debemos progresar. Y entiendo este término en el sentido mds am-
plio posible: progreso en nuestra actividad cientifica, progreso en la eleccion de
temas de trabajo y también progreso en nuestra contribucion al rendimiento de
las instituciones. Debemos ser sensibles a los cambios que nuestras instituciones
necesitan y tenemos que ayudar a que éstas evolucionen y consigan sus objetivos.
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2. ORIGEN Y SIGNIFICADO DE LAS ECUACIONES DE NAVIER-STOKES

Para este discurso de ingreso, he decidido hablar sobre las ecuaciones de Navier-
Stokes. Como todos ustedes saben, permiten modelar (esto es, representar y describir
con herramientas matemadti- cas) el comportamiento de un fluido en condiciones acep-
tablemente realistas.

Estas ecuaciones gobiernan la atmdsfera terrestre, las corrientes ocednicas, el flujo
alrededor de vehiculos o proyectiles y, en general, cualquier fendmeno en el que estén
involucrados fluidos Newtonianos.

FIGURA 2
EL FLUJO DE UN FLUIDO DE NAVIER-STOKES ALREDEDOR DE UN OBSTACULO
(FIGURAS TOMADAS DE https://secretofflight.wordpress.com/turbulence/ y
https://www.researchgate.net/

Intentaré huir de aspectos técnicos. En el caso mds sencillo posible, para un flui-
do viscoso Newtoniano, incompresible y homogéneo, las ecuaciones de Navier-Stokes
constituyen un sistema de ecuaciones en derivadas parciales no lineales

1
u; —vAu+ (u-Viju+ -Vp=1~
p
V-u=0,

que escribiremos abreviadamente

{ El(uﬂp) =f
Eg(u) = 0,

donde u = (u;, uy, uz) es el campo de velocidades del fluido y p es la presion a la que
estdn sometidas las particulas (véase la Seccidn 5 para mds detalles).

En (1), f = (fi, >, f3) es un campo de fuerzas exteriores. La ecuacién E; (u, p) =f
indica que la variacién en el tiempo de la cantidad de movimiento asociada a cada par-
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ticula a lo largo de su trayectoria coincide con la resultante de las fuerzas que actudn
sobre ella; se trata por tanto de una versién de la segunda ley de Newton. La segunda
ecuacion, £, (u) = 0, nos dice que el volumen ocupado por una familia de particulas no
cambia en el tiempo; en otras palabras, el fluido es incompresible.

Estas ecuaciones se deben resolver en la region del espacio que ocupan las particulas
durante un intervalo de tiempo. Es usual complementarlas con informaciones adiciona-
les. Generalmente, se afiade una condicién inicial, esto es, se fijan los valores de u en
el instante inicial # = 0; también, se suelen imponer condiciones de contorno, es decir,
se dice como se comporta u cuando nos acercamos al borde de la regién ocupada por
el fluido (y eventualmente, si la regién no es acotada, cuando nos alejamos hacia el
infinito).

En ocasiones, se consideran soluciones que sélo dependen de dos variables espacia-
les. Por ejemplo, si f3 = 0, tiene sentido buscar soluciones que verifiquen d; u = 0, d3
p = 0 y u3z = 0; esto quiere decir que, para la descripcion del fluido, basta analizar su
comportamiento sobre una seccién horizontal.

2.1. Newton

Las particulas de un fluido estdn sometidas a esfuerzos de varios tipos: los que pro-
vienen de fuerzas exteriores (determinadas en (1) por f, que debe ser considerado un
dato) y los esfuerzos internos. En el caso de un fluido viscoso, los esfuerzos internos se
deben por una parte a la presién y, por otra, al rozamiento o friccién de las particulas, es
decir, a las fuerzas de viscosidad.

FIGURA 3
SIR ISAAC NEWTON (1643-1727; RETRATO DE GODFREY KNELLER, 1702) Y LEONHARD
EULER (1707-1783; RETRATO DE EMANUEL HANDMANN, 1753)
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La hipétesis “fluido viscoso Newtoniano” significa que los esfuerzos de friccién son
proporcionales a las derivadas espaciales de las velocidades. Esta ley de comportamien-
to fue formulada por Newton en sus célebres Principia [1] y constituye un punto de
partida para la deduccién de las ecuaciones de Navier-Stokes.

La importancia de Newton como figura histdrica es de sobra conocida. Sin necesidad
de abando- nar los Principia, encontramos los fundamentos del desarrollo del célculo,
las leyes de la mecénica clésica, la ley de la gravitacién universal y la mencionada ley
de la viscosidad.

Se puede presentar una justificacion de forma muy sencilla y natural: para que una
particula se vea afectada por la friccién o rozamiento con particulas préximas, es preci-
so que su velocidad sea distinta; es mds, cuanto mds distinta sea su velocidad de la de
una particula préxima, mds importante serd el efecto de dicho rozamiento.

No todos los fluidos viscosos son Newtonianos. De hecho, los llamados fluidos no
Newtonianos constituyen un drea de trabajo de gran interés. Por ejemplo, algunas sus-
tancias naturales (el magma, la lava), fluidos bioldgicos (la sangre, la saliva) y fluidos
industriales (polimeros, champus) son no Newtonianos. Sin embargo, para muchos flui-
dos presentes en la Naturaleza (el aire, el agua, el aceite, etc.), la hipétesis Newtoniana
es aceptable y suele ser asumida.

2.2. Euler

La gran aportacién de Euler en este contexto fue formular el sistema que deben veri-
ficar el campo de velocidades y la presion de un fluido cuando los efectos viscosos son
despreciables. Usando la segunda ley de Newton, lleg6 en [2] en 1757 a unas ecuaciones
que, con la notacién de la seccién precedente, toman la forma

1
w+ (- Viut+ -Vp=f
P
V-u=0

0, abreviadamente,

Folu.p)=f£
{ Ey(u) =0, 2)

donde Ej (u, p) contiene todos los términos de E (u, p) salvo uno (véase el Apéndice).
Se trata de las ecuaciones de Euler. Solo tienen validez cuando las particulas estdn
sometidas a efectos de friccidén poco importantes frente a los esfuerzos externos y de
presién (de hecho, debemos considerar a Euler el descubridor o “inventor” de la presion
como concepto). Pero hay situaciones en las que esto es asumible; por ejemplo, lejos de
cuerpos sélidos, el comportamiento del aire queda bien descrito por este sistema.
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FIGURA 4
CLAUDE-LOUIS NAVIER (1785-1836) Y GEORGE GABRIEL STOKES (1819-1903)
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A pesar de esta limitacidn, se debe reconocer la enorme importancia que tuvo la con-
tribucién de Euler, que fue capaz de incorporar al anélisis de problemas de la mecanica
de fluidos una nueva herramienta: las ecuaciones en derivadas parciales.

Por otra parte, merece la pena en este punto resaltar la grandeza y relevancia de
Euler. Fue un extraordinario matemadtico que produjo aportaciones decisivas en un gran
nimero de dreas y ademds consiguié comprender con profundidad las leyes de la Na-
turaleza.

2.3. Navier y Stokes

Para la formulacién de las ecuaciones de Navier-Stokes, los pasos definitivos fueron
dados, de manera independiente, por Claude-Louis Navier entre 1833 y 1838 y George
G. Stokes en 1845 (véanse [3] y [4]). Incorporando las ideas de Newton y Euler, llega-
ron al sistema (1).

El primero, famoso ingeniero y fisico francés, destac6 con independencia de su ca-
rrera cientifica como director de construccién de puentes en Choisy, Asni eres, Argen-
teuil y Paris. Contribuy6 también al desarrollo de la teoria de la elasticidad, siendo hoy
dia considerado uno de los fundadores del andlisis de estructuras.

El segundo, matematico y fisico irland€s, se caracterizé especialmente por la pre-
cisién y el rigor. Son conocidas sus contribuciones al anélisis matemadtico. Es también
sabido que concibié y dedujo muchos resultados que no llegaron a ser publicados, sien-
do posteriormente atribuidos a otros. De hecho, tras ser nombrado titular de la Cétedra
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FIGURA 5
OLGA A. LADYZHENSKAYA (1922-2004) Y JACQUES-LOUIS LIONS (1928-2001)

Lucasiana, se dedicé por decisién propia a ayudar a resolver problemas matematicos a
decenas de miembros de la comunidad universitaria.

Tras la introduccién de las ecuaciones de Navier-Stokes, en una primera etapa, pa-
reci6 que iba a ser posible comprender e incluso controlar el comportamiento de una
gran familia de fluidos de interés. Todo se reducia a ser capaces de resolver aquéllas. No
obstante, un andlisis detallado puso pronto de manifiesto las dificultades que entrafiaba
esta tarea. Tan s6lo ha sido posible conseguir soluciones explicitas en un nimero muy
reducido de casos, que corresponden a condiciones iniciales e hipétesis geométricas
demasiado particulares.

Si pretendemos comprender bien el comportamiento de un fluido en una regién cual-
quiera de R3 que parte (por ejemplo) del reposo y estd sometido a un campo de esfuer-
70s exteriores relevante, tenemos que hacer alguna otra cosa.

2.4. Lo de hoy

Esta “otra cosa” se ha concretado en actividades de dos tipos que se han superpuesto
y beneficiado mutuamente:

— Por una parte, desde los afios 30, se ha puesto una gran cantidad de herramientas
del andlisis matematico al servicio de las ecuaciones de Navier-Stokes. Sin entrar
en demasiados detalles, indiquemos que el objetivo principal ha consistido en de-
mostrar rigurosamente que las ecuaciones (1), adecuadamente complementadas
con condiciones iniciales y de contorno, poseen solucién Unica. Desde un punto
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de vista fisico, esto permitiria confirmar que el modelo matematico es consistente
y completo, es decir, correcto.

La biisqueda de resultados de este tipo ha jugado un papel importante en la intro-
duccién de nuevos conceptos y la deduccion de nuevos resultados en el marco del
andlisis funcional y la teorfa de ecuaciones en derivadas parciales: distribuciones,
espacios de Sobolev y sus propiedades, transformadas integrales, etc. Estas apor-
taciones comenzaron con Carl W. Oseen [5] y Jean Leray [6] y se han debido
a matematicos de la talla de Heinz Hopf, Jacques-Louis y Pierre-Louis Lions,
James Serrin, Olga A. Ladyzhenskaya, Louis Nirenberg y otros; véase [7] para
un listado completo de aportaciones. Desafortunadamente, como veremos en la
Seccién 3, no se ha llegado atdn al final del camino: tan sélo sabemos probar la
existencia y unicidad de solucién cuando se simplifica el problema o se imponen
condiciones sobre la talla de los datos.

— Por otro lado, la aparicion y el pujante desarrollo de los ordenadores que tuvo lu-

gar a partir de los afios 50 del siglo pasado dejaron abiertas nuevas posibilidades.
Uno de los padres de la dindmica de fluidos computacional, John Von Neumann,
predijo en 1946 que “mdquinas de cdlculo automdtico” permitirian en el futuro
el acceso a soluciones con tanta precision que ya no seria necesario el andlisis
tedrico ni por supuesto el cdlculo exacto en situaciones simplificadas. Incluso
se aventurd a pronosticar que la experimentacion fisica en dindmica de fluidos
quedaria en poco tiempo obsoleta.
Realmente, las predicciones de Von Neumann no se han cumplido del todo: sa-
bemos hoy que, en situaciones de interés industrial, la precisién de la resoluciéon
numérica de las ecuaciones de Navier-Stokes no puede ir mas alla de ciertos limi-
tes no despreciables; ademds, es posible observar experimentalmente fenémenos
que no somos capaces de explicar con los resultados numéricos a nuestro alcance.
Sin embargo, tras el trabajo computacional de un gran ndmero de analistas, es
indudable que el célculo de soluciones aproximadas se ha convertido en una he-
rramienta fundamental que tiene presencia e incluso protagonismo en multitud de
problemas aplicados; véase [8, 9].

FIGURA 6
SIMULACION NUMERICA DEL CAMPO DE VELOCIDADES Y LA DISTRIBUCION DE LA
PRESION DE UN FLUIDO TRAS UN ESCALON
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En la actualidad, los métodos tedricos, numéricos y experimentales colaboran con
éxito. Por ejemplo, la determinacién del flujo de un fluido en torno a un cuerpo aerodi-
namico hace conveniente una formulacién adecuada que lleve a resultados de existen-
cia, unicidad y regularidad, el cdlculo aproximado de las soluciones y la ejecucién de
experiencias coherentes; véase [10]. Por otra parte, para poder ser utilizadas con rigor y
seguridad, las propiedades importantes de los métodos numéricos (consistencia, estabi-
lidad, convergencia) necesitan un estudio matematico bien fundamentado.

En las secciones siguientes, recordaré algunas cuestiones abiertas y presentaré va-
rios resultados recientes, tedricos y numéricos, que muestran que las ecuaciones estan
vivasl. Al menos en el presente y en el futuro inmediato, seguirdn sin duda siendo una
fuente de actividad matematica, tedrica y numérica.

FIGURA 7
LA REGION ESPACIAL OCUPADA POR LAS PARTICULAS DE UN FLUIDO QUE FLUYE EN
TORNO A UN CUERPO AERODINAMICO - MALLADO UTILIZADO PARA LA SIMULACION
NUMERICA (2146 VERTICES Y 4177 TRIANGULOS; EL NUMERO TOTAL DE VARIABLES ES
6438 EN CADA INSTANTE DE TIEMPO)

3. TRES CUESTIONES ABIERTAS
3.1. La unicidad

Me referiré en primer lugar al célebre problema de la unicidad de solucién.
Denominemos [P] al problema constituido por las ecuaciones (1) complementadas
con condiCiones iniciales que digan cudnto vale u para t = 0 y condiciones de contorno

1. Todos los cdlculos mostrados aqui han sido realizados con FreeFem++; véase http://www.free-
fem.org/.
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que digan cudnto vale u sobre el borde de la region ocupada por el fluido. Es posible
demostrar la existencia de campos de velocidades u y presiones p que resuelven [P] en
el denominado sentido débil.

Esencialmente, esto quiere decir que u y p verifican las condiciones iniciales y de
contorno y, ademds, los productos de los miembros de la izquierda de las ecuaciones de
(1) por funciones arbitrarias, esto es,

Ei(wp)-v v Bu)-z

coinciden en promedio con los productos andlogos de los términos de la derecha, es
decir,

f-v y O

Ese resultado muestra que [P] es consistente.

FIGURA 8
SIMULACION NUMERICA DEL CAMPO DE VELOCIDADES DE UN FLUIDO ALREDEDOR
DE UN CUERPO AERODINAMICO. LA VELOCIDAD ES UN VECTOR CONSTANTE LEJOS
DEL OBSTACULO (CERCA DEL INFINITO) Y NULA SOBRE EL CUERPO SOLIDO
(LAS PARTICULAS SE ADHIEREN A LA PARED)

Pero podria ser incompleto. Para poder afirmar que, sin duda, [P] es un modelo to-
talmente aceptable desde la 6ptica de la mecédnica de fluidos, deberiamos ser también
capaces de probar que la solucién débil es tinica.
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¢ Existe a lo mds una solucion débil de [P] para cada eleccion de f'y de los
datos iniciales y de contorno?

Desgraciadamente, conocer la respuesta a esta pregunta parece estar lejos de nuestro
alcance. Desde 1933 permanece abierta y tan s6lo ha sido posible hasta la fecha probar
resultados parciales. Por ejemplo, se puede demostrar que, si (u, p) es una solucién débil
perteneciente a una familia de funciones suficientemente regulares, entonces (u, p) es la
tnica solucién débil en dicha familia (véase el Apéndice para més detalles).

3.2. La regularidad

La regularidad de la solucién de las ecuaciones de Navier-Stokes es también una
cuestion abierta. Puede ser formulada del modo siguiente. Supongamos que, en (1), f =
0; supongamos también que la condicién de contorno consiste en pedir a u que se anule
sobre el borde de la regién ocupada por el fluido. Finalmente, supongamos que el dato
que aparece en la condicién inicial es de clase C. Esto quiere decir que posee derivadas
de todos los drdenes respecto de todas sus variables; nos estamos refiriendo por tanto
a un dato cuya regularidad es la mayor posible. Intuitivamente, podemos pensar en un
campo inicial cuyas componentes cambian de forma muy suave cuando pasamos de un
punto a otro préximo, sin saltos ni cambios bruscos de direccidn.

FIGURA 9
SIMULACION NUMERICA DE LA PRESION DE UN FLUIDO ALREDEDOR DE UN CUERPO
AERODINAMICO

i
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(Es cierto en estas condiciones que la solucién débil es también de clase C~?
Es decir:

(Es cierto que la regularidad del dato inicial se transmite a la solucién o, por
el contrario, la evolucién del fluido puede ser tal que aparezcan singularidades, o
sea, puntos e instantes de tiempo donde la velocidad presente discontinuidades o
cambios abruptos?

Cuando la regién ocupada por el fluido es todo el espacio, esta cuestion constituye
uno de los problemas del milenio, formulados por el Clay Institute en el afio 2000; véase
[11]2.

Hasta la fecha, la respuesta es desconocida, a pesar de la gran atencion recibida;
véase por ejemplo [13]. Como antes, s6lo conocemos respuestas parciales. Por ejemplo,
sabemos que la respuesta es positiva, esto es, la solucién es de clase C=, si los datos son
pequefios. También sabemos que la respuesta puede ser negativa para ecuaciones muy
similares a (1) (véase [14]).

3.3. La controlabilidad

La tercera y ultima cuestion abierta a la que me referiré tiene que ver con la contro-
labilidad exacta de (1).

Es mucho maés reciente (fue conjeturada por J.-L. Lions hacia 1990) y puede ser
formulada del modo siguiente. Una vez mds, supongamos fijadas condiciones iniciales
y de contorno. Sabemos que, para cada f, existe al menos una solucién débil (u, p) del
correspondiente problema [P]. Consideremos ahora sélo aquellos campos de esfuerzos
exteriores f que se anulan fuera de una pequefia regién w.

(Es posible elegir f con estas caracteristicas de modo que [P] posea una solu-
cion débil que, en un tiempo final 7, verifique u(x, 7) = 0?

Una respuesta afirmativa nos dirfa que, actuando exclusivamente sobre las particulas
que se encuentran en m, somos capaces de conducir el fluido desde un estado inicial
dado hasta el estado de equilibrio. Seriamos en consecuencia capaces de controlar exac-
tamente a cero el sistema.

Es posible dar una respuesta positiva a la pregunta si se imponen condiciones de
contorno de un tipo muy particular; véanse [15]-[18] y las referencias ahi indicadas. Sin
embargo, queda todavia pendiente saber qué ocurre en muchas situaciones de interés;
por ejemplo, es desconocida la respuesta cuando la regién que ocupa el fluido esta limi-

2. La formulacién de este problema ha sido objeto de polémica: algunos autores piensan que habria
sido mds natural suponer que la region espacial es acotada y, también, formular el problema como la
bisquedo de un concepto de solucién para el que sea posible probar la existencia y unicidad; véase
por ejemplo [12].
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tada por paredes sélidas donde las particulas quedan adheridas (mds detalles se ofrecen
en el Apéndice).

4. TRES APORTACIONES

A continuacién, describiré algunas contribuciones al andlisis teérico y numérico y a
la controlabilidad de (1) conseguidas en colaboracién con un buen nimero de colegas
a lo largo de estos afios. Se trata por supuesto de una contribucién modesta y perfec-
cionable, pero creo que constituye una buena muestra de lo que hemos sido capaces de
generar y merece la pena ser mostrado aqui.

FIGURA 10
SIMULACION NUMERICA DEL CAMPO DE VELOCIDADES Y LA PRESION DE UN FLUIDO
EN EL CUBO UNIDAD. LA RAZON “VELOCIDAD CARACTERISTICA / VISCOSIDAD
CINEMATICA” ES 103; VISUALIZACION SOBRE EL PLANO x, = 0,5.

4.1. Paralelizacion y resolucion numérica

En primer lugar, hablaré de mi aportacién a la resolucién numérica de (1). Para ello,
consideremos de nuevo el sistema:

Observamos dos dificultades relevantes: por una parte, la presencia del término no
lineal (u*V)u y, por otra, la condicién de incompresibilidad V ¢ u = 0. Parece razonable
en consecuencia una estrategia de resolucién que sea capaz de separar estas dos dificul-
tades.

\ 1
u,_—uAu+(u-V}u+;V-p:f
V-u=0.

Ademads, una manera natural de resolver numéricamente [P] consiste en calcular
aproximaciones (ul, pl), (u2, p2), . . ., en instantes sucesivos t{ =T <t =21 <....
Para ello, conviene cambiar en (1) la derivada temporal u, por cocientes en diferencias.

Asi, teniendo en cuenta estas observaciones, tiene sentido tratar de resolver para n =
0,1, ...los sistemas
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. . . . . 1
m(uvrr+l/2 _ uvr) o I/Au'n.+l/2 + (ur:+l/2 . v)uvr+l/2 — f:i+l/2 _ Ev?}nf (3)

s uu—‘,—] o uu—‘,—'lf?) o UAun—f—l + lvpn-i—l — fu—‘,—'l o (un-i—l/Q . v)un—f—l/'z
P

“4)
V- u‘n.+l —0.

Arrancando de la condicidn inicial y complementando (3) y (4) con las condiciones de
contorno heredadas de [P], es posible construir una sucesién de aproximaciones.

Algoritmos de este tipo fueron introducidos, entre otros, por R. Glowinski en los
80. Con ellos, fue posible resolver [P] en multiples condiciones de manera eficiente y
precisa; véanse las Fig. 6-9. Algtn tiempo después, en [19], fuimos capaces de probar
rigurosamente que el algoritmo produce sucesiones que convergen, en un sentido con-
veniente, hacia una solucion débil de [P].

En una etapa posterior, tratando de optimizar recursos, modificamos (3)—(4) e intro-
dujimos esquemas paralelizados como el que sigue:

1 1
_(uvr.u _ ur:) — p AU + (uvr.u . v)un.u — g+l _ _vpn.. (5)
T p
l(un.b _ ll”) _ I/Al_l“'b + lvpu.b — fn+l _ (ll”'“ . v)uu,u
T P (6)
v - un.b — 0?
1
un—i—l — 3{un,u + u"“”), pn-i—l — pu_b' (7)

La principal ventaja de (5)—(7) frente a (3)—(4) es que los calculos més pesados, esto
es, la determinacion de ura y (wnb, pnb), pueden llevarse a cabo “en paralelo”, simulta-
neamente en procesadores distintos. Naturalmente, esto disminuye el tiempo de cdlculo
y abarata el proceso numérico.

La resolucion de (5) y (6) fue llevada a cabo por métodos numeéricos también parale-
lizados en espacio. Asi, en ultimo extremo, todo acaba en el cdlculo de las soluciones de
un gran nimero de problemas diferenciales ordinarios que son elementales y pueden ser
resueltos de manera simultinea si disponemos de un nimero suficiente de procesadores.

Los resultados de un buen nimero de experimentos y el anélisis de la convergencia
han sido recogidos en [20]-[23]; véanse a este respecto las Fig. 10y 11.

Conviene destacar que, para la demostracién de los resultados de convergencia,
la dificultad se reduce siempre a conseguir estimaciones uniformes de las soluciones
aproximadas (es decir, acotaciones independientes de T y los otros pardmetros de apro-
ximacién) en espacios de funciones adecuados. Cuanto mds elaboradas son estas esti-
maciones, mejores propiedades de convergencia pueden deducirse. En ocasiones, esta
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FIGURA 11
SIMULACION NUMERICA DEL CAMPO DE VELOCIDADES Y LA PRESION DE UN FLUIDO
EN EL CUBO UNIDAD. LA RAZ(’)N,“VELOCIDAD CARACTERISTICA / VISCOSIDAD
CINEMATICA” ES 103 ; VISUALIZACION DE LAS SUPERFICIES u! = CONST. Y u2 = CONST.

[ aiy

tarea puede ser complicada, especialmente si uno desea expri- mir al mdximo la idea de
paralelizacion y basar el método en la resolucién numeérica de problemas simples.

4.2. Identificacion de un sdélido interior a un fluido

En esta seccién me referiré a un problema inverso: la determinacién del perfil de un
sélido inmerso en un fluido a partir de observaciones frontera.

FIGURA 12
REPRESENTACION GRAFICA DE UN SOLIDO INMERSO EN UN FLUIDO. EL PROBLEMA
INVERSO CONSISTE EN DETERMINAR D A PARTIR DE @, LOS VALORES DE u SOBRE EL
BORDE DE O (QUE DEBEN SER IGUALES A ¢) Y LOS ESFUERZOS NORMALES SOBRE y

Y

¢=0(X)

' 4@
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Por simplicidad, supondremos que el fluido estd en régimen estacionario, esto es,
descrito por un campo de velocidades y una presioén que son independientes de ¢ y que
no actud ningiin campo exterior de fuerzas sobre el mismo. Por tanto, las ecuaciones
son en este caso

—vAu+ (u-Viu+ lV-p: 0
P
V.ou=0.

®)

Supondremos que la regién ocupada por el fluido es de la forma Q \ D, donde () es
conocido pero D es una incdgnita (véase la Fig. 12). También supondremos que el cam-
po de velocidades es conocido sobre los bordes de () y D:

u— { ¢ sobre el borde de Q ©)

0  sobre el borde de D.

Finalmente, supondremos que los esfuerzos normales generados por el fluido pueden
ser medidos sobre un trozo y de la frontera de (). Esto se escribe asi:

o.(u,p) = B sobre 7. (10)

Si conociéramos el sélido D, a partir de €l y de ¢, podriamos determinar (al menos
numéricamente) una solucién (u, p) y, después, los correspondientes esfuerzos normales
O, (u, p). Por el contrario, el problema inverso en cuestion consiste en determinar D a
partir de Q y la informacién adicional (10).

En relacién con este problema inverso, surgen varias cuestiones interesantes:

(1) Unicidad de D: (Es cierto que la observacién frontera § determina D sin
ambigu’edad? Es decir, si DOy D! son dados y generan las observaciones 0y pl1, es
cierto que

ﬁ(] — ﬁl —y D[] — D]-?

(ii) Estabilidad de D: ;Se puede probar algtn tipo de “dependencia continua” de D
respecto de 3? Es decir, existen “distancias” adecuadas para las cuales se puede afirmar
que

dist (8°, 8') pequefia = dist (D", D') pequena?

(iii) Reconstruccion: Fijados Q y B, ¢se puede generar una sucesion de sélidos D1,
D2, ... que convergen en algin sentido hacia una solucién del problema inverso?
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Estas cuestiones (y otras parecidas) han sido abordadas en varios trabajos recientes
[24, 25]. Entre otros resultados, quiero destacar la prueba de la unicidad presentada en
[24], basada en resultados de continuacidn unica para el sistema linealizado de Navier-
Stokes que, a su vez, reposan sobre un andlisis microlocal adecuado.

4.3. Algunos resultados de controlabilidad

Finalmente, mencionaré algunos resultados parciales de controlabilidad que he po-
dido conseguir en colaboracién con mis colegas. Mds precisamente, hablaré del control
exacto a trayectorias.

Sea (u, p) una solucién de (1) correspondiente a f = 0 y a unos datos iniciales y de
contorno concretos. Fijemos de nuevo una pequefia regién w del fluido. Diremos que
(1) es exactamente controlable a (u, p) en el tiempo T si, cualesquiera que sean los da-
tos iniciales y de contorno impuestos, existen campos de esfuerzos exteriores f que se
anulan fuera de w y soluciones débiles asociadas (u, p) que verifican

u=1u para t=1T.

Si se da esta propiedad, podemos interpretar que, con independencia de su estado
inicial, el fluido puede ser siempre conducido a una situacién “deseada” en el instante
T actuando en cada instante exclusivamente sobre las particulas que se encuentran en
. En el caso particular en que u es idénticamente 0, estaremos hablando de nuevo de
la controlabilidad a cero.

En [26]-[28], fuimos capaces de probar resultados locales que afirman que la propie-
dad prece- dente tiene lugar (es decir, existen campos f y soluciones débiles asociadas)
a condicion de que los datos iniciales y de contorno impuestos sean suficientemente
proximos a los que verifica (u, p).

En un trabajo posterior, hemos complementado el resultado precedente con el and-
lisis y la resolucion numérica del problema de controlabilidad; véase [29]. En las Fig.
13-15 y 16-20, se muestran resultados numéricos obtenidos en dos casos simplificados,
respectivamente correspon- dientes al flujo de Poiseuille

U= (422(1 — 22),0,0), P =—8vpay
y al flujo de Taylor-Green

U = (sin(2z1) cos(2x2)e ™, — cos(2z1) sin(2x2)e™5,0), 7= 4vp cos(2z;) cos(2x2)e 5t .
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FIGURA 13
TEST DE POISEUILLE - LA REGION ESPACIO-TEMPORAL Y EL MALLADO UTILIZADO
(1830 VERTICES Y 7830 TETRAEDROS). LA REGION 2D OCUPADA POR EL FLUIDO ES LA
BASE DEL PARALEIPEDO Y EL EJE TEMPORAL ES VERTICAL. EL CONTROL SE EJERCE
SOBRE LA REGION MAS OSCURA. EL TIEMPO FINAL ES T = 2. EL NUMERO TOTAL DE
VARIABLES DEL PROBLEMA ES 12810

FIGURA 14
TEST DE POISEUILLE - EL ESTADO DESEADO EN ¢ = T (IZQDA.) Y EL ESTADO INICIAL
(DRCHA.)

FOMTUTLLE .
— - A '

v FATLETy .
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FIGURA 15
TEST DE POISEUILLE - EL ESTADO PARA ¢ =1,1 IZQDA.) Y EL ESTADO PARA ¢ =1,7
(DRCHA.)

FTATE 2 COMCHINE ETTha 14 FTATE,  COMIOAENT, CuTa= 17

SEATECUT e FATEEDT et?

FIGURA 16
TEST DE TAYLOR-GREEN - LA REGION ESPACIO-TEMPORAL Y EL MALLADO
UTILIZADO (3146 VERTICES Y 15900 TETRAEDROS). DE NUEVO, LA REGION 2D
OCUPADA POR EL FLUIDO ES LA BASE Y EL EJE TEMPORAL ES VERTICAL. EL
CONTROL SE EJERCE SOBRE LA REGION MAS OSCURA. EL TIEMPO FINALEST = 1.
EL NUMERO TOTAL DE VARIABLES ES 22022

5. APENDICE
Para comprender bien el significado de las ecuaciones de Navier-Stokes, conviene
recordar brevemente, aunque sea con un lenguaje sencillo, dos conceptos: el concepto

de funcién y el concepto de derivada.

— Una funcién es una regla o ley que permite asociar una cantidad a una o mas
cantidades, llamadas variables. Por ejemplo, t — x(#) es la funcién que asocia a
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cada instante de tiempo ¢ la posicion x(t) de una particula. Otro ejemplo: (xy, xp,
x3) 1= 0(xy, X3, X3) es la funcién que asocia a cada punto (x;, x,, x3) del espacio
circundante la temperatura 0(x;, xp, X3).

— La derivada de una funcién es una nueva funcién que nos indica en qué modo se
producen cambios. Asi, la derivada de ¢ — x(x1, x5, x3) es la funcién ¢t — x (t) que
asigna a cada ¢ la velocidad x(¢) de la particula. La derivada parcial (x;, xp, x3) —
d 0(xy, xp, x3) es la funcidén que asocia a cada punto (x1, x5, x3) una cantidad que
indica la variacion de la temperatura respecto de la primera coordenada x;.

FIGURA 17
TEST DE TAYLOR-GREEN - EL ESTADO DESEADO PARA ¢ = T (PRIMERA COMPONENTE
A LA IZQDA.Y SEGUNDA COMPONENTE A LA DRCHA.)

Tovws - amtat e
Beoies

Cuando consideramos la derivada de la derivada de una funcién, decimos que esta-
mos frente a la derivada segunda. Por ejemplo, (x;, xo, X3) = 91 92 0(xq, X2, X3) y (X1, X2,
x3) = 92 0(x1, x5, x3) son, respectivamente, la derivada segunda cruzada respecto de x|
y x, y la derivada segunda respecto de x; dos veces de la funcién 6.

Generalmente, las leyes de la Fisica, Quimica, Biologia, Economia, etc. se pueden
formular como identidades donde aparecen funciones y sus derivadas. Estas identidades
se llaman ecuaciones diferenciales. Cuando las funciones involucradas dependen de va-
rias variables (como en el caso de la temperatura precedente), se dice que estamos ante
una ecuacion en derivadas parciales.
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FIGURA 18
TEST DE TAYLOR-GREEN - EL ESTADO INICIAL (PRIMERA COMPONENTE A LA IZQDA.
Y SEGUNDA COMPONENTE A LA DRCHA.)

=,...,‘. e R
]

En el caso mds sencillo posible, para un fluido Newtoniano viscoso, incompresible
y homogéneo, las ecuaciones de Navier-Stokes constituyen el sistema de ecuaciones en
derivadas parciales que sigue:

s

, , 1
Ouy — v (%uy + 03uy + O3uy) + w1 Oyuy + updouy + uzdauy + ;5110 = fi

1
) Oyug — v (2ug + 03ug + OFus) + uyOyus + ugdouiy + uzdauy + ;3210 =fa an

1
Orus — v (03us + OFus + O3us) + u1Oyus + ugdous + uzdsus + ;3310 =f3

L My + Ootts + Ozug = 0.

Aqui, las u; son las componentes del campo de velocidades del fluido y p es la pre-
sién a la que estan sometidas las particulas (las u; y p son funciones de las variables
(x1, X2, X3, t)). Suponemos que v y p son constantes positivas (la viscosidad cinemética
y la densidad de masa del fluido) y las f; son las componentes de un campo de fuerzas
exteriores (también funciones de (x1, x, x3, t)).

Con una notacién simplificada, el sistema toma la forma
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u;,—uAu+(u-V)u+1Vp:f
p
V-u=0,

donde u = (uy, up, u3) y f = (f1, f>, f3. Més abreviadamente, tenemos (1).

Estas ecuaciones se deben resolver en un conjunto de la forma Q x (0, 7), donde ()
C R3 es una region del espacio (el dominio ocupado por las particulas del fluido) y 7 >
0 (T es el tiempo final de observacién).

Cuando los esfuerzos viscosos son despreciables frente a los otros, el término —v Au
puede ser omitido y obtenemos las ecuaciones de Euler:

u,,+(u-V)u+lpr:f
V-ou=0.

Es usual complementar el sistema de Navier-Stokes con informaciones adicionales.
Generalmente, se afiade una condicién inicial, esto es, se fijan los valores de u en el
instante inicial ¢t = 0; también, se suelen imponer condiciones de contorno, es decir, se
dice coémo se comporta u cuando nos acercamos al borde de ) durante todo el intervalo
(0, T). De este modo, queda formulado un problema (Ilamado de valores iniciales y de
contorno) cuya(s) solucién(es) nos permite(n) describir y comprender el fenémeno.

Para distintos aspectos (tedricos, numéricos, relacionados con las aplicaciones), pue-
den consultarse las referencias [30]-[33].

Un ejemplo concreto de problema de valores iniciales y de contorno, el problema del
fluido alrededor de un obstéculo, es el siguiente:

Sean Q y D dos conjuntos de R3 con una disposicién similar a la de la Figura 12;
sea g una constante no negativa y pongamos f = (0, 0, —g); sea uy un campo inicial
de velocidades y sea u,, un vector constante de norma 1; queremos hallar u = (1, uy,
u3) y p verificando (1) para (uy, up, u3) € Q\ Dy 0 <t < T, junto con la condicién
inicial

u(xy, 2, 23,0) = ug(xy, 22, 23)

y las condiciones de contorno

o U sobre el borde de Q)
Lo sobre el borde de D.

En lo que sigue, s6lo consideraremos datos iniciales u0 que verifican las condiciones
de contorno y tales que —Auy se anula sobre el borde de () y sobre el borde de D.
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FIGURA 19
TEST DE TAYLOR-GREEN - EL ESTADO PARA ¢ = 0,6 (PRIMERA COMPONENTE
A LA IZQDA.Y SEGUNDA COMPONENTE A LA DRCHA.)

e —— o

A - el

!"".l".' .

el - ot b

L

FIGURA 20
TEST DE TAYLOR-GREEN - EL ESTADO PARA ¢ = 0,9 (PRIMERA COMPONENTE
A LA IZQDA.Y SEGUNDA COMPONENTE A LA DRCHA.)
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No es dificil imaginar una formulacién andloga en dimensién 2 en espacio. Para ésta,
los problemas de unicidad y regularidad enunciados en las Secciones 3.1 y 3.2 poseen
respuestas afirmativas: para cada eleccion de g, ug y U, la solucién débil es tinica y,
ademds, si ug es de clase C~ , también lo son u y p.

En el caso tridimensional, como hemos indicado, estos problemas estdn abiertos. Se
conocen sin embargo algunos resultados parciales.

Asi, si se supone que la solucién débil verifica

T o 2 3
/ / [u(x,t)|"dx | dt < 400, con =+ - <1, r >3,
0o \Jo\D s T

entonces es Unica en la familia de soluciones que cumple esta propiedad; véase [34]. La
misma conclusion se consigue si la funcién

t— lu(x, )| dx,
o\D

definida para 0 < r < T, es continua; véase [35].

Luego una manera posible de abordar la cuestién de la unicidad consiste en averi-
guar previamente si la regularidad es cierta. Sin embargo, en el contexto de la regulari-
dad, de nuevo sélo tenemos a nuestra disposicion resultados parciales:

— Si el dato inicial ug es de clase C= y T es suficientemente pequefio, u 'y p también
son de clase C; véase por ejemplo [36]-[39].

— En la afirmacién anterior, la hipétesis “T es suficientemente pequefio” puede ser
sustituida por esta otra: “v es suficientemente grande”.

— Por otra parte, siempre que ug esté en las condiciones precedentes, el conjunto de
los puntos singulares, esto es, los puntos (X, ) donde u deja de ser regular es, en
un sentido adecuado, pequefio. En esta direccién, el mejor resultado conocido se
encuentra en [40]; véase también [12].

La controlabilidad es una cuestiéon que también permanece abierta. Un resultado
parcial, que enunciaré en términos algo ambiguos, es el siguiente: sea uy un dato inicial
y sea (u, p) una solucién débil asociada; supongamos que

sup ju(x, t)] < +o0;
(x.t)

entonces, para cada dato inicial ug suficientemente préximo a u, existe un dato de con-
torno v, = V, (¥, ) y una solucién asociada (u, p) que verifica

ulx,T7)=u(x,T).
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Este resultado es consecuencia de los que aparecen en [26]; su demostracion utiliza
técnicas de dos tipos:

— En primer lugar, analizamos la situacion para un problema linealizado en torno a
(u, p). Més precisamente, introducimos el par (y, ¢) con (u, p) = (y, q¢) + (u, p),
escribimos las ecuaciones que debe satisfacer (y, ¢) y despreciamos los términos
cuadréticos. El sistema resultante es el siguiente:

1
yt—uAy+(ﬁ-V)y+(y-V)ﬁ—|—;Vq:f
V.y=0

(12)

Para este sistema (que es lineal), es posible demostrar un resultado de control
exacto a cero. La prueba es muy técnica y reposa sobre desigualdades globales
de tipo Carleman para las soluciones. Dicho en pocas palabras, la clave estd en
ser capaces de conseguir una estimacién de las soluciones del tipo

I(Y) S CIlL)(‘.(y)e (13)

donde a la izquierda ponemos una suma de integrales globales de potencias de y
y sus derivadas y en el lado derecho aparecen integrales locales; aqui, “integral
global” significa extendida a toda la regién ocupada por el fluido y a todo el in-
tervalo temporal, mientras que “integral local” quiere deciren w y de 0 a 7.

— En segundo lugar, se usa un resultado de inversion local (un teorema de funcién
inversa) para sacar conclusiones en el marco de (1) a partir de la controlabilidad
a cero de (12). Desgraciadamente, para poder aplicar este resultado, es necesario
imponer una hipdtesis que, convenientemente interpretada, significa que, efecti-
vamente, los datos impuestos deben ser proximos a los que verifica (u, p). Con
las herramientas actuales, no somos capaces de probar estimaciones que permitan
aplicar un teorema de inversién global.

Asi, vemos que es posible controlar exactamente toda trayectoria de este problema
que esté acotada si, en el instante inicial, no estamos lejos de ella. Por supuesto, seria
interesante saber si esta posibilidad continud siendo cierta si arrancamos de un campo
de velocidades lejano.
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Excelentisimo Sr. Presidente de la Real Academia Sevillana de Ciencias, Ilustrisimo
Sr. Decano de la Facultad de Matematicas, Excmos. Sres. Académicos, queridos com-
pafieros y amigos, Sefioras y Sefores:

El acto que estamos celebrando, recepcidn en nuestra querida Academia de un nuevo
Académico es motivo de alegria para todos los que la integramos. Y tengo el alto honor
de que el Excmo. Presidente me haya designado para responder al excelente discurso
que ha pronunciado el nuevo Académico, pero a este honor se une la gran satisfaccion
que me produce el hacerlo, ya que me unen con Don Enrique Ferndndez Cara varios
vinculos afectivos, como el de ser los dos de Jerez de la Frontera, el haber sido mi
alumno en los primeros afios de mi incorporacion a la Universidad de Sevilla, y el de
haber surgido entre nosotros una gran amistad. Enrique pertenece a una de las promo-
ciones mas excelentes en las que he tenido la satisfaccién de realizar mi labor docente.
Esta promocion es la de 1974-1979 y prueba del alto nivel de esta promocidn, es que la
mayoria de los integrantes de la misma estdn ejerciendo su labor académica en distintas
Universidades, pues bien de todos ellos sobresalia la inteligencia de Enrique Ferndndez
Cara.

Concluye los estudios de la Licenciatura de Matematicas en junio de 1979, obtenien-
do el Premio Extraordinario de Licenciatura, el Premio Real Maestranza de Caballeria
y el Premio Nacional de Terminacién de Estudios concedido por el Ministerio de Edu-
cacion.

Terminada la Licenciatura se incorpora al Departamento de Ecuaciones Diferencia-
les y Anélisis Numérico, dirigido por Don Antonio Valle y bajo su direccién académica
realiza su Tesis Doctoral, Tesis que defiende en la Universidad de Sevilla en Julio de
1981. En noviembre de este mismo afio defiende en la Universidad Paris 6 una nueva
Tesis Doctoral. El nicleo central de ambas Tesis Doctorales es el andlisis desde un
punto de vista tedrico y numérico del comportamiento de los vortices o torbellinos ge-
nerados en fluidos estacionarios. Estudia y obtiene resultados tedricos y numéricos en
la optimizacién de perfiles aerodindmicos en fluidos reales y resuelve numéricamente
problemas con origen en el proceso de fabricacién de dispositivos semi-conductores.

Complet6 su formacién investigadora en Francia, ya que fue becario en el INRIA-
Rocquencurt y Profesor Ayudante de Clases Précticas en la Universidad Paris 13, siendo
sus principales dreas de interés, desde el punto de investigacion: “El andlisis tedrico y
numérico de las ecuaciones en derivadas parciales, con énfasis especial en las ecuacio-
nes no lineales con origen, entre otras Ciencias, en Fisica y Biologia” y “Los proble-
mas de Control y optimizacion relacionados”.

En julio de 1986 obtiene mediante Concurso-Oposicion la plaza de Catedritico
adscrita al Departamento de Ecuaciones Funcionales y Anélisis Numérico, de cual fue
Director en los periodos 1993-2000 y 2005-2009. Con anterioridad fue Vicedecano de
la Facultad de Matematicas durante los afios 1988 y 1989, afio en el que dirige el De-
partamento de Andlisis Matemdtico 1989-1992, asi pues cuenta, ademds de su labor
investigadora, con una amplia experiencia en gestiéon académica.
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DISCURSO PRONUNCIADO POR
EL EXCMO. SR. D. RAFAEL INFANTE MACIAS

Académico Numerario,
en contestacion al leido por el
Ilmo. Sr. D. Enrique Ferndndez Cara,
en el Acto de su recepcion como Académico Numerario
el dia 25 de Abril de 2017.

Excelentisimo Sr. Presidente de la Real Academia Sevillana de Ciencias, Ilustrisimo
Sr. Decano de la Facultad de Matematicas, Excmos. Sres. Académicos, queridos com-
pafieros y amigos, Sefioras y Sefores:

El acto que estamos celebrando, recepcion en nuestra querida Academia de un nue-
vo Académico, es motivo de alegria para todos los que la integramos. Y tengo el alto
honor de que el Excmo. Presidente me haya designado para responder al excelente
discurso que ha pronunciado el nuevo Académico, pero a este honor se une la gran
satisfaccién que me produce el hacerlo, ya que me unen con Don Enrique Ferndndez
Cara varios vinculos afectivos, como el de ser los dos de Jerez de la Frontera, el haber
sido mi alumno en los primeros afios de mi incorporacién a la Universidad de Sevilla,
y el de haber surgido entre nosotros una gran amistad. Enrique pertenece a una de las
promociones mds excelentes en las que he tenido la satisfaccion de realizar mi labor
docente. Esta promocién es la de 1974-1979 y prueba del alto nivel de esta promocidn,
es que la mayoria de los integrantes de la misma estdn ejerciendo su labor académica en
distintas Universidades, pues bien de todos ellos sobresalia la inteligencia de Enrique
Fernandez Cara.

Concluye los estudios de la Licenciatura de Matematicas en junio de 1979, obtenien-
do el Premio Extraordinario de Licenciatura, el Premio Real Maestranza de Caballeria
y el Premio Nacional de Terminacién de Estudios concedido por el Ministerio de Edu-
cacion.

Terminada la Licenciatura se incorpora al Departamento de Ecuaciones Diferencia-
les y Anélisis Numérico, dirigido por Don Antonio Valle y bajo su direccién académica
realiza su Tesis Doctoral, Tesis que defiende en la Universidad de Sevilla en Julio de
1981. En noviembre de este mismo afio defiende en la Universidad Paris 6 una nueva
Tesis Doctoral. El niicleo central de ambas Tesis Doctorales es el andlisis desde un
punto de vista tedrico y numérico del comportamiento de los vértices o torbellinos ge-
nerados en fluidos estacionarios. Estudia y obtiene resultados tedricos y numéricos en
la optimizacién de perfiles aerodindmicos en fluidos reales y resuelve numéricamente
problemas con origen en el proceso de fabricacién de dispositivos semi-conductores.
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Complet6 su formacién investigadora en Francia, ya que fue becario en el INRIA-
Rocquencurt y Profesor Ayudante de Clases Précticas en la Universidad Paris 13, siendo
sus principales dreas de interés, desde el punto de investigacion: “El andlisis tedrico y
numérico de las ecuaciones en derivadas parciales, con énfasis especial en las ecuacio-
nes no lineales con origen, entre otras Ciencias, en Fisica y Biologia” y “Los proble-
mas de Control y optimizacion relacionados”.

En julio de 1986 obtiene mediante Concurso-Oposicion la plaza de Catedratico
adscrita al Departamento de Ecuaciones Funcionales y Anélisis Numérico, de cual fue
Director en los periodos 1993-2000 y 2005-2009. Con anterioridad fue Vicedecano de
la Facultad de Matematicas durante los afios 1988 y 1989, afio en el que dirige el De-
partamento de Andlisis Matemdtico 1989-1992, asi pues cuenta, ademds de su labor
investigadora, con una amplia experiencia en gestiéon académica.

En una segunda etapa, sus trabajos de investigacion profundizaron en el anélisis
numérico de problemas de tipo Navier-Stokes, consiguiendo importantes resultados de
convergencia de esquemas de gran eficiencia. A continuacién inicia su actividad inves-
tigadora en varios frentes, consiguiendo, en colaboraciéon con sus discipulos y otros
investigadores una larga familia de resultados satisfactorios que han ido sucediéndose
hasta en el dia de hoy. Resaltemos algunos de ellos:

Introduccién, andlisis y aplicacién de diversos métodos de paralelizacién para la
resolucién numérica de problemas no lineales.

Inicié un estudio detallado de diversos problemas con origen en Mecdnica, relacio-
nados con fluidos quasi-Newtonianos y no Newtonianos. Mejord resultados tedricos
sobre la existencia y comportamiento de fluidos visco-elasticos de tipo Oldroyd.

En el contexto de la Teoria de Control, profundiza en el calculo de la derivada

respecto de dominios y aplicaciones a problemas de disefio ptimo.

También en este marco colabor6 en la resolucién de importantes problemas de con-
trolabilidad exacta y aproximada de sistemas no lineales.

Resolvié cuestiones importantes para problemas inversos de tipo geométrico.

Todos estos resultado han estado motivados por aplicaciones de maximo interés.
Destacaremos las siguientes:

La descripcion y control del comportamiento de fluidos en procesos industriales.

La optimizaciéon de campos de heliostatos en sistemas termosolares con tecnologia
de torre.

La deteccion de tumores, descripcidn de su evolucién y optimizacién de estrategias
de terapia.

Un problema muy interesante al que el Profesor Ferndndez Cara ha dedicado mu-
chos esfuerzos y a cuya resolucién ha contribuido de manera importante, es el control
de sistemas de ecuaciones en derivadas parciales no escalares con un nimero minimo
de controles. A titulo de ejemplo citemos que en una habitacion tiene sentido tratar de
gobernar, desde un rincén de la misma, el comportamiento de la temperatura, el nivel
de humedad y el flujo de aire actuando exclusivamente sobre una de estas tres variables.
(Es posible? ;Seria costoso? El profesor Ferndndez Cara dio respuestas parciales a estas
preguntas. Respuestas que fueron recogidas en diversos articulos publicados en revistas
de alto nivel cientifico como el del Journal of Functional Analysis.
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